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На прикладі тестової задачі досліджуються особливості впливу різних 
чинників на напружено-деформований стан складених тонкостінних констру-
кцій із болтовим з’єднанням окремих елементів. Прикладом таких конструкцій 
є металічні зерносховища – силоси, які складаються із панелей, що 
з’єднуються болтами. Тестова конструкція містить дві вузьких плоских смуги, 
з’єднаних внакид. У отвори в цих смугах розміщений болт із попереднім затя-
гуванням. Ураховується тертя і проковзування смуг і болта, контакт бічної 
поверхні болта і отворів, а також взаємний вплив вигину і розтягування. Та-
ким чином, у моделі враховані геометрична, фізична і структурна нелінійності. 
Система піддається дії поперечного навантаження, яке прикладене до однієї 
сторони смуги. Моделюється поетапне навантаження систем. Встановлено, 
що при навантаженні досліджувана система набуває прогин, який нерівномір-
но зростає з ростом навантаження. Це зумовлено тим, що на нього впливає і 
пружна деформація смуг, і взаємне проковзування в зоні з’єднання. При оста-
точному вибиранні зазору між болтом і отворами в панелях відбувається пе-
реважно пружне деформування системи. Після першого розвантаження в си-
стемі установлюється залишковий прогин. Також встановлено, що у системі 
діють поздовжні зусилля, які можуть бути набагато більшими від поперечних 
сил від навантаження. Характерним є сильний взаємний вплив вигину і розтя-
гування смуги. У результаті досліджень встановлено чинники, що визначають 
напружено-деформований стан дослідженої системи: геометрична неліній-
ність, контактна взаємодія, тертя і проковзування, зв’язаність вигину і роз-
тягування. Таким чином, без урахування всіх цих чинників розрахункова модель 
для подібних тонкостінних конструкцій буде неадекватною, результати роз-
рахунків із її застосуванням матимуть значні похибки, а рекомендації – недо-
стовірними. Здійснені дослідження дають можливість розроблення більш аде-
кватних моделей для аналізу реакції складених тонкостінних конструкцій на 
дію навантаження 
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1. Вступ
На практиці широкого поширення набули тонкостінні конструкції, серед
яких широка множина – це складені конструкції, які у багатьох випадках скла-
даються з гладких або гофрованих панелей, що з’єднані високоміцними болта-











підлягають дії комплексу експлуатаційних навантажень. Це зокрема, вплив віт-
ру, дощу, снігу, перепадів температури тощо. Разом із тим основним наванта-
женням є внутрішній тиск від зерна, сипучого матеріалу або рідини. Часто ви-
никають аварії внаслідок руйнування елементів силосів від дії експлуатаційних 
навантажень. Руйнування відбувається у багатьох випадках у місцях болтових 
з’єднань панелей. Ці проблеми не прогнозуються при використанні традицій-
них суцільних пластинчасто-оболонкових моделей, оскільки не враховується 
вплив болтів на напружено-деформований стан (НДС) досліджуваної конструк-
ції. Існуючі ж моделі такого з’єднання не враховують усі чинники, які вплива-
ють на НДС таких складених конструкцій. Відповідно, існуючі моделі потре-
бують подальшого розвитку та удосконалення. Тому розглянемо складені конс-
трукції і методи їх розрахунку на прикладі силосів. 
Актуальність роботи у даному напрямку зумовлена відсутністю моделей 
аналізу поведінки тонкостінних конструкцій із болтовими з’єднаннями на дію 
багатокомпонентного навантаження. 
 
2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми 
Силоси мають широке застосування у сучасній промисловості завдяки своїм 
перевагам: простота збирання, надійність, низька вартість експлуатації, легке те-
хнічне обслуговування тощо. Але, як показує практика, при експлуатації виникає 
ціла низка проблемних ситуацій, які призводять до руйнування конструкції [1]. 
Серед основних причин руйнування можна виділити втрату стійкості несучих 
елементів і стін, виникнення небажаних деформацій у складно передбачуваних 
місцях через великі варіації навантаження, проблеми з болтовими з’єднаннями і 
корозією металу. Ця ситуація виникає з тієї причини, що силоси працюють у ва-
жких умовах постійного впливу різних багатоциклових різнокомпонентних на-
вантажень від закладеного матеріалу, навісного обладнання, несприятливих умов 
навколишнього середовища і можливого сейсмічного впливу. 
При проектуванні нових силосів необхідно здійснювати всебічний аналіз 
НДС всієї конструкції з використанням різних математичних моделей, що вра-
ховують особливості конструкції і найбільш несприятливі поєднання різних 
чинників. У роботах [1, 2] показано, що за своєю суттю це є нетривіальною за-
дачею, що вимагає додаткових досліджень у багатьох областях науки. Потрібне 
створення нових алгоритмів і підходів для чисельного моделювання, експери-
ментальних лабораторних досліджень і випробувань реальних силосів. Частко-
во це завдання може полегшити використання інженерами дизайн-кодів і галу-
зевих стандартів [3], які, проте, не покривають повністю всі можливі варіанти 
навантажень, що виникають у конструкції. У результаті отримуємо занадто 
«м’яку» оцінку навантажень [1, 2]. Звідси випливає, що найбільш важливим і 
первинним завданням слід вважати розробку, обґрунтування та реалізацію ком-
плексної параметризованої математичної моделі НДС силосів та окремих еле-
ментів. Тільки на цій основі можливе проведення адекватного, точного і повно-
го чисельного моделювання процесів і станів елементів силосів у процесі буді-








Основними конструктивними елементами силосів зазвичай є гофровані 
панелі, з’єднані між собою і з необхідними ребрами жорсткості внакид за до-
помогою болтового з’єднання, що виконується із зазором та попереднім затягу-
ванням. Тому при побудові адекватної розрахункової моделі у кінцевому під-
сумку виходить система пластин (або оболонок), яка підкріплена різними конс-
труктивними елементами. Між цими елементами діють зусилля попереднього 
натягу болтів. Також діють зусилля контактної взаємодії у болтових з’єднаннях 
головки болта і гайки з листом та циліндричної частини болтів з внутрішніми 
поверхнями отворів у сполучених пластинах. Така постановка задачі враховує 
геометричну, структурну та фізичну нелінійності конструкції. 
Таким чином, аналіз конструкції та умов навантаження свідчить про те, 
що потенційними значущими факторами, які необхідно врахувати при форму-
ванні створюваної математичної моделі та при її чисельній реалізації методом 
скінченних елементів (МСЕ), є: 
1) коректне прикладання граничних умов; 
2) докладний аналіз болтових з’єднань у конструкції; 
3) урахування тертя у сполученнях «гайка-лист-шайба-головка болта»; 
4) урахування ефекту «слайдер», тобто моделювання тангенціальних змі-
щень панелей при прикладанні нормального навантаження; 
5) урахування неоднорідності розподілу зазорів у системі «внутрішній 
лист-болт-зовнішній лист» між окремими гніздами болтових з’єднань; 
6) урахування нерівномірності (зміни) зусиль у болтових з’єднаннях. 
Ці особливості при формуванні задач досліджень добре узгоджуються з 
проблемними моментами, відображеними в [1].  
У роботах [4, 5] приділено увагу чисельним і експериментальним дослі-
дженням зразків панелей, які з’єднані болтовим кріпленням із попереднім затя-
гуванням. При цьому досліджуються пакети пластин різної товщини із різною 
схемою формування пакета. Враховуються також різні властивості матеріалів 
болтів і з’єднуваних пластин. Розглядаються етапи пружного деформування до-
сліджуваної конструкції, проковзування внаслідок перевищення силами розтя-
гування зусиль тертя спокою, а також пластичного деформування. Отримані 
результати створюють основу для висновків про характерні особливості пове-
дінки досліджуваної нелінійної системи «пластини-болти-пластини». У перспе-
ктиві на цій основі можна побудувати «феноменологічні» моделі спеціальних 
скінченних елементів (SFE), які вбудовуються у традиційні скінченно-
елементні моделі у зонах з’єднання окремих панелей силосу. Такий підхід до-
сить продуктивний і становить значний інтерес. Однак йому притаманні і певні 
недоліки. По-перше, при дослідженні зразків, описаних у [4, 5], розглядається в 
основному розтягнення поздовжніми зусиллями. Однак у дійсності елементи 
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Рис. 1. Схема навантаження елемента силосу: а – схема з’єднання смуг;  
б – схема з’єднання та зазори у болтовому з’єднанні; в – модель болтового 
з’єднання 
 
У цих умовах на перший план виступають наступні фактори: 
1) величина розтягуючого зусилля k у болті є змінною при навантаженні 
(на відміну від практично постійної для випадку поздовжнього розтягування  
[4, 5]); 
2) величина розтягуючого зусилля в пластинах N чинить істотний вплив 
на прогини w; 
3) великі прогини w викликають відчутну тангенціальну деформацію, а, 
значить, впливають на зусилля N; 
4) між болтом і пластинами (поверхні S_b, S_p) може бути зазор, при 
цьому умови контактування: 
   
      
5) крім того, між болтом і пластиною може розміщуватися пластикова 
прокладка, яка має нелінійний характер залежності «ε-σ»; 
6) між поверхнею болта і пластиною виникає контакт, тертя і про- 
ковзування. 
Поєднання чинників 1)–6) призводить задачу до системи пов’язаних нелі-
нійних рівнянь, що поєднують фізичну, геометричну і структурну нелінійності. 
При цьому не можна виділити домінуючі фактори. Відповідно, задачі значно 
ускладнюється порівняно із випадками, описаними в [4, 7]. 
З огляду на те, що у літературі широко досліджується НДС тонкостінних 
конструкцій, у т. ч. із болтовим з’єднанням, то виникає проблема обґрунтуван-
ня розрахункових моделей, які при цьому використовуються. При цьому можна 
вичленити окремі напрямки досліджень. Так, у роботах [4, 7] досліджується ре-
акція на навантаження конструкцій, які складаються із гофрованих панелей. У 
роботах [6, 7–12] описані дослідження тонкостінних конструкцій із болтовим 
з’єднанням. Разом із тим схеми навантаження, які були використані у цих робо-
тах, не повною мірою відповідають реальним умовам роботи цих конструкцій. 
Недостатньо адекватно моделюється пружна та пружно-пластична поведінка 
тонкостінних конструкцій при сейсмічних навантаженнях [13–16], при аналізі 
втрати стійкості [12, 17], при визначенні реакції цих конструкцій на дію вітро-
вих навантажень [18].  
Роботи [1–18], як правило, враховують тільки один або декілька факторів 








як відмічається у роботах [19–22], у подібних випадках потрібно враховувати 
якомога більш широкий комплекс чинників. Зокрема у роботі [19] здійснено 
спробу враховувати вплив сили тертя, контакту, зазорів та геометричної нелі-
нійності на поведінку тестової тонкостінної складеної конструкції із болтовим 
з’єднанням, проте розглянуто тільки декілька варіантів конструкцій. 
Таким чином, можна зробити висновки, що натепер відсутнє повне 
розв’язання задач досліджень складених тонкостінних конструкцій. Це спону-
кає розвивати існуючі моделі НДС та методи досліджень поведінки таких конс-
трукцій під навантаженням. 
 
3. Мета і задачі досліджень 
Метою досліджень є аналіз поведінки складених тонкостінних конструк-
цій на прикладі двох смуг із болтовим з’єднанням. 
Для досягнення поставленої мети розв’язуються наступні задачі: 
– здійснити постановку задач та розроблення розрахункових схем тестової 
складеної системи смуг із болтовим з’єднанням; 
– здійснити чисельне дослідження НДС тестової складеної смуги та про-
аналізувати одержані результати з точки зору впливу проектних параметрів на 
її міцність. 
 
4. Постановка задач та розрахункові схеми 
Для дослідження якісних особливостей поведінки системи «панелі-болти-
панелі» (рис. 2) були досліджені спрощені (тестові) зразки, які є системою двох 
смуг, з’єднаних одним або декількома болтами і навантажених поперечними 
зусиллями. У цій тестовій системі (ТС) присутні всі характерні елементи сило-
су, і всі зазначені вище важливі фактори враховані (окрім гофрів). Розміри ТС 
наближені до розмірів смуги, виділеної з панелі металевого зерносховища.  
Потрібно розробити математичну модель НДС ТС із застосуванням мето-
да скінченних елементів. Далі необхідно провести дослідження НДС ТС на ви-
гин із урахуванням помірних прогинів і впливу поздовжніх зусиль. 
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Рис. 2. Досліджувана система смуг: а – реальна конструкція силосу;  
б – виділений сектор складеної смуги 
 
Тестова система моделюється у вигляді складеної смуги: дві смуги 
з’єднані болтовим кріпленням із зазором (рис. 3). При чисельній постановці за 
МСЕ для визначеності прийняті розміри і властивості матеріалу наступними: 
Е=2,1∙1011 Н/м2 – модуль пружності матеріалу; v=0,3 – коефіцієнт Пуасона; до-











з’єднаних смуг L=9,6∙10–2 м, що відповідає довжині прольоту між ребрами жор-
сткості на силосі. Діаметр отворів під болти в смугах d1=1,2∙10
–2
 м; діаметр бол-
та D=10–2 м. 
Болтове з’єднання є наступною компоновкою: болт розміщений із зазо-
ром у отвори смуг і затягнутий гайкою до моменту затягування, що дорівнює 
Tк. Розтягувальне навантаження, що виникає у місцях з’єднання смуг, урівно-
важується на початкових етапах навантаження силами тертя в стиках, які ство-
рюються силою затяжки болта Fзат. Якщо сила розтягнення стержнів уздовж осі 
х перевищить сили тертя, то відбудеться зсув (проковзування) пластин аж до 
вибрання зазору. У цей момент вступлять у роботу циліндричні поверхні болта 
і отворів пластин, які контактують. Основна увага приділяється різним варіан-
там компоновок болтового з’єднання, від яких залежить поведінка вибрання 
зазору при вигині системи. У представленій задачі будуть проводиться наступні 




Рис. 3. Система двох смуг із болтовим з’єднанням 
 
Компонування болтового з’єднання, яке відноситься до першої групи, є 
з’єднанням із одним болтом і використанням ущільнюючих шайб із поліпропі-
лену (має нелінійні пружні властивості) у місцях контакту (рис. 4). У цій поста-
новці здійснювалося варіювання: коефіцієнтів тертя, сили затяжки болтового 
кріплення, застосування ущільнювальних шайб (табл. 1). Поперечне зусилля, 
розподілене на верхній кромці смуг, задається силою F (циклічне навантажен-
ня-розвантаження). Момент затяжки моделюється у вигляді сили попередньої 
затяжки болта Fзат. Табл. 1 показує варіанти реалізації контактної взаємодії з 















Типи контакту і коефіцієнт тертя, що використовувалися 


















Величина коефіцієнту тертя 
1_1 
450 1000 
0,2 0,2 + – – 
1_2 0,2 0,001 + – – 
1_3 0,0001 0,0001 + – – 
1_4 0,2 – + 0,2 + 
1_5 0,2 – + 0,001 + 
1_6 0,2 – + 0,2 + 
1_7 450..0 6600 0,2 – + 0,2 + 
 
    
а                     б                      в                      г 
 
Рис. 4. Група I, компоновка болтового з’єднання: а – змінний коефіцієнт тертя 
(болт-смуга, смуга-смуга, ущільнювальна шайба відсутня); б – змінна сили за-
тяжки болтового з’єднання, розташування шайби між головкою болта і смугою; 
в – застосування ущільнювальної шайби з двох сторін; г – зміна сили, що діє на 
верхню поверхню системи смуг (статична, циклічна, шайба заповнює зазор) 
 
   
а                           б                            в 
 
Рис. 5. Група II, зміна концентричного розташування отворів один відносно 
одного: а – збільшення зазору; б – зменшення зазору; в – бічний зсув 
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Рис. 6. Група III, компоновка болтових з’єднань: а – два болтових з’єднання без 
шайб; б – два болтових з’єднання з двома шайбами; в – два болтових з’єднання 
з чотирма шайбами; г – одне болтове з’єднання з двома спареними смугами;  












Компонування болтового з’єднання, яке відноситься до другої групи  
(рис. 5), є з’єднанням під болт з різним діаметром отвору (табл. 2). Також варі-
юється положення і компонування смуг відносно осі отвору. Ця неспіввісність 
може виникати у тонкостінних конструкціях під час їх з’єднання між собою. У 
представленій задачі пропонується розглянути три варіанти неспіввісності (від-
повідно варіанти 2_1р–2_3р): 1 – зміщення смуг з обраним зазором між отво-
ром і болтовим кріпленням, 2 – збільшений зазор і 3 – бічний зсув смуг віднос-
но отвору. 
У цій постановці досліджується болтове з’єднання, у якому використову-
ється болт діаметром 0,01 м, при зміні діаметра отвору відбувається зменшен-
ня/збільшення зазору між стінкою болта і внутрішньою поверхнею отвору. Тим 
самим ця зміна супроводжується зменшенням або збільшенням величини про-
гину складеного стержня під час навантаження. Таке варіювання дає можли-


















Величина коефіцієнту тертя 
2_1 0,0102 





0,012 450 1000 0,2 0,2 + 2_2р 
2_3р 
 
У третій групі – елементи із збільшеною кількістю болтових з’єднань і з 
додаванням кількості смуг у досліджувану систему (рис. 6). Таке чергування 
виникає у тонкостінних машинобудівних конструкціях. Тонкостінні панелі 
з’єднуються між собою різною кількістю болтових з’єднань в ряд. Також засто-
совуються складені тонкостінні панелі, які діляться на одношарові та багатоша-
рові. Одношарові панелі є стикуванням двох панелей, а багатошарові – чотири і 
більше панелей в одному з’єднанні. Компонування багатошарових панелей від-
бувається двома методами: 1) – по дві і більше панелей у групі і 2) – методом 
послідовного чергування. Також компоновка панелей здійснюється із застосу-
ванням різної кількості болтових кріплень. Зокрема, у цій задачі досліджувало-
ся з’єднання з двома болтовими кріпленнями. В описуваних з’єднаннях засто-








ний перелік компоновок смуг із різною кількістю болтових з’єднань наведений 
у табл. 3. 
 
Таблиця 3 
Досліджуваний перелік компоновок болтового з’єднання 












Величина коефіцієнту тертя 
3_1 Дві смуги, два болти 850 1000 0,2 0,2 + 
3_2 Дві смуги, два болти, дві 
шайби 





Дві смуги, два болти, 
чотирі шайби 
850 1000 0,2 0,2 + 
3_1р 
Чотири смуги, один болт 
(з’єднання групами) 
1200 1000 0,2 0,2 + 
3_2р 
Чотири смуги, один болт 
(з’єднання чергуванням) 
1200 1000 0,2 0,2 + 
 
Скінченно-елементна модель. Досліджувана задача зводиться до аналізу 
скінченно-елементної моделі, показаної на рис. 7, 8. Використовувався метод 
розбиття скінченно-елементної сітки «Sweep». Кількість елементів типу 
SOLID 186 (ANSYS) у моделях складає від 44 до 90 тис., кількість вузлів – від 




















Рис. 8. Схема навантаження тестової системи 
 
Схема навантаження моделі показана на рис. 8. Розглядається конструк-
ція в розрізаному вигляді (симетрична відносно площини xOz). На верхню час-
тину смуги діє тиск q із загальною силою F=450 Н (рис. 1, 3). Пластини на кра-
ях жорстко закріплені. Уздовж площини симетрії xz (рис. 3) задається обме-
ження переміщення уздовж осі у. Поперечне зусилля, розподілене на верхній 
кромці смуг, задається силою F (навантаження системи відбувається покроко-
во, перший етап – попереднє затягування, наступні – навантажування системи 
приростами тиску q, а, відповідно, й сили F). 
 
5. Результати чисельного моделювання НДС тестової смуги з болто-
вим з’єднанням 
Перейдемо до отриманих результатів для першої групи (I), рис. 4. Це є: ка-
ртини прогинів системи, розподіли еквівалентних напружень за Мізесом, реак-
ції в опорах, зусилля, що виникають в болті при навантаженні (рис. 9, 10). 
Аналіз представлених залежностей дає основу для наступних висновків: 
1. Прогини системи смуг (рис. 9, а) є ступінчастою функцією. Плавні діля-
нки відповідають прогину смуги як суцільного стержня (в цьому випадку зу-
силля тертя менше граничного, і взаємного проковзування смуг не відбуваєть-
ся). Коли ж зусилля тертя стає рівним граничному, відбувається різке зростання 
прогинів. Цей підйом викликається «подовженням» смуги за рахунок взаємного 
проковзування її половинок. «Плавні» та «різкі» етапи чергуються аж до виби-
рання зазору між болтом і панелями. Подальше зростання навантаження приз-
водить до повільного зростання прогинів без різких стрибків. При цьому систе-
ма их смуг поводиться як суцільна смуга (СS), але подовжена на величину зазо-
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Рис. 9. Результати чисельного моделювання першої групи для всіх варіантів 
з’єднань при дії навантаження F, Н: а – стріла прогинів w, мм;  
б – максимальні еквівалентні напруження за Мізесом ϭі, MПa;  
в – зміщення контактуючих поверхонь смуг одна відносно одної и, мм  
(взаємне проковзування); г – зусилля у болті Fзат, Н 
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Рис. 10. Реакція у закріпленні для всіх варіантів з’єднань залежно від  












2. При зменшенні коефіцієнта тертя ступенева поведінка змінюється на 
плавну криволінійну, при цьому зміщенні смуг одна відносно одної відбуваєть-
ся при меншому навантаженні. 
3. Застосування ущільнювальної шайби, що заповнює зазор, призводить до 
більш плавного вибирання зазору. Зростає навантаження, яке необхідне для 
взаємного зсуву смуг. 
4. При дії циклічного навантаження спостерігається дві зони: перша зона – 
це зростання прогинів при зростанні навантаження. При цьому почергово реалі-
зуються області «різкої» і «плавної» зміни прогинів. Друга зона – це слабке 
плавне зростання прогинів при подальшому зростанні навантаження і зворотня 
зміна – при зменшенні навантаження до нуля (розглядається випадок без зміни 
знака навантаження). У досліджуваній системі після циклу «навантаження-
розвантаження» залишається істотний залишковий прогин (в цьому випадку – 
на рівні 60 % від максимуму). Наступні цикли «навантаження-розвантаження» 
відбуваються практично за тією ж траєкторією, що і на початковому циклі. Та-
ким чином, можна відзначити, що при знятті навантаження система не поверта-
ється у вихідний стан. При подальшому пульсуючому циклічному навантажен-
ні (від нуля до максимуму, а потім назад до нуля) система веде себе як «псев-
допружня», але з деяким залишковим прогином. 
5. Рівні та розподіли еквівалентних напружень за Мізесом показані на 
рис. 9, б, 11, 12. На рис. 12 проілюстровано порівняння виникаючих максима-
льних напружень у всіх компоновках болтового кріплення (табл. 1). Ці напру-
ження нелінійно зростають із ростом навантаження. Якщо у зазорі болтового 
з’єднання знаходиться ущільнюючий матеріал, то він згладжує концентрацію 
напружень. 
6. Для аналізу зсувів контактуючих поверхонь смуг розглянемо залежність 
переміщень смуг відносно одна одної вздовж осі х (рис. 9, в) від навантаження. 
Спостерігається ступінчаста поведінка зміщення пластин із ростом наванта-
ження. У початковому навантаженні зміщення не відбувається. При збільшенні 
навантаження до 50 Н виникає стрибкоподібне зміщення пластин одна відносно 
одної, що супроводжується частковим вибиранням зазору. При подальшому 
збільшенні навантаження (після повного вибирання зазору) спостерігається не-
значне зміщення тільки в результаті деформування пластин та болта, що всту-
пають у контакт. 
7. Розглянемо також реакції в місцях закріплення пластин (рис. 10). Слід 
відмітити, що поздовжні компоненти реакції, на відміну від поперечних, змі-
нюються істотно нелінійно, але з ростом навантаження після настання контак-
ту болта з краями отворів компоненти реакції збільшуються приблизно ліній-
но. Важливо відзначити, що при проковзуванні смуг рівень поздовжніх реак-
цій залишається практично постійним. Крім того, рівень поздовжніх наванта-
жень на порядок перевищує рівень поперечного навантаження (і, відповідно, 
реактивної сили уздовж осі z, рис. 3). Також слід зазначити, що у інших варіа-
нтах (табл. 2, 3) залежності реакцій Rx та Rz від поперечного навантаження 
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Рис. 11. Розподіл еквівалентних напружень за Мізесом:  
а – вар. 1_1; б – вар. 1_4; в – вар. 1_6; г – вар. 1_7 
 
8. Суттєвим ефектом є можливе різке зростання зусилля розтягування в 
болті. У деяких випадках це зусилля може перевершити рівень початкового за-
тягування більш ніж в 4 рази (рис. 9, г). Для зменшення цього ефекту пропону-
ється використовувати ущільнювальні шайби. Зокрема, досліджувана компоно-
вка болтового з’єднання при контакті пластин і головки болта через дві подат-
ливі шайби (вар. 1_4) дала можливість зрозуміти причини виникнення збіль-
шення зусилля в болті. Реакція буде зростати при жорсткому з’єднанні деталей. 
При введенні в систему податливих елементів відчутного зростання зусиль за-
тягування порівняно з початковою величиною не відбувається. Коли відбува-
ється збільшення сили затяжки болтового кріплення з шайбою, що заповнює 




Рис. 12. Максимальні еквівалентні напруження за Мізесом (МПа) для  
вар. 1_1–1_7 (табл. 1) 
 
Розглянемо отримані результати для другої групи (II, рис. 5). На рис. 13 
представлені результати дослідження при варіюванні діаметра отвору (табл. 2). 












збільшенні діаметра отвору величина прогину нелінійно зростає: при діаметрі 
0,013 м величина прогину становить близько 0,035 м; при діаметрі 0,0102 м ве-
личина прогину становить близько 0,017 м. При збільшенні діаметра отвору ек-
вівалентні напруження за Мізесом і зусилля у болті починають суттєво зроста-
ти при повному вибиранні зазору, коли болт стикається із внутрішньою повер-
хнею отвору.  
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Рис. 13. Результати чисельного моделювання другої групи для всіх варіантів 
з’єднань: а – стріла прогинів w, мм; б – максимальні еквівалентні напруження 
за Мізесом ϭі,, MПa; в – зміщення контактуючих поверхонь смуг одна відносно 
одної и, мм (взаємне проковзування);  
г – реакція у закріпленні уздовж осі х Rx, Н 
 
При порівнянні досліджуваної системи смуг у геометрично нелінійній пос-
тановці із загальноприйнятою постановкою для суцільної смуги СS можна кон-
статувати наступне. Спостерігається істотна відмінність між прогинами, еквіва-
лентними напруженнями і компонентами реакції в опорах. Поведінка суцільної 
смуги відображається на графіках більш плавно і лінійно, в той час як у дослі-
джуваній і описаній вище системі з’єднаних смуг проявляється істотно неліній-









гину більш ніж у два рази менше прогинів, ніж у системі смуг із болтовим кріп-
ленням залежно від діаметра отвору. Це пов’язано з тим, що у системі смуг із 
болтовим кріпленням присутня структурна нелінійність, причому існують зна-
чні зазори (залежно від діаметра) в отворах, співмірні із величинами перемі-
щень точок смуг внаслідок пружних деформацій. Таким чином, традиційна по-
становка такого класу задач із розрахунковою схемою у вигляді суцільної плас-
тини, без урахування болтового кріплення, зазорів, натягу і тертя дає значну 
неточність в отриманих результатах. 
При бічному зміщенні смуг відносно отворів виникає додатковий вплив 
на характер зміни стріли прогину (рис. 14, а). При зміщенні смуг зі збільшеним 
зазором ця стріла становить близько 0,04 м. При зменшеному зазорі – 0,018 м. 
При бічному зміщенні – 0,025 м. Характер зміни стріли прогину при зростанні 
навантаження – східчасто нелінійний. Максимальні напруження (рис. 14, б) ви-
никають в першому і третьому варіантах після вибирання зазору. У другому 
варіанті зростання напружень виникає безпосередньо на початку навантаження. 
Проковзування смуг одна відносно одної за характером відповідає зміні стріли 
прогину (рис. 14, в). При навантаженні системи зусилля у болті збільшується. У 
першому варіанті спостерігається нелінійне збільшення до 3500 Н. У другому 
варіанті – близько 4000 Н. У третьому, при бічному зміщенні, зусилля макси-
мальне і дорівнює близько 6000 Н (рис. 14, г). 
Результати дослідження третьої групи (III, рис. 6). Розглянемо результати 
досліджень системи смуг із двома болтовими з’єднаннями (рис. 15). Із отрима-
них результатів випливає, що застосування двох болтових з’єднань у досліджу-
ваній системі смуг призводить до збільшення зусилля, необхідного для виби-
рання зазору (порівняно із одним болтовим з’єднанням). При болтовому 
з’єднанні без ущільнюючих шайб воно становить близько 400 Н, при застосу-
ванні ущільнюючих шайб – близько 250 Н. Вибирання зазору відбувається пос-
тупово з нелінійним характером зміни стріли прогину. Прогин склав у всіх ва-
ріантах близько 0,027 м (рис. 15, а). Еквівалентні напруження за Мізесом скла-
ли в першому варіанті 1126 МПа. У другому варіанті – 1844–2083 МПа залежно 
від коефіцієнта тертя. У третьому варіанті із двома ущільнювальними  
шайбами – 1876 МПа (рис. 15, б, 16). Зусилля у болтових з’єднаннях починають 
суттєво зростати при вибиранні зазору. У з’єднанні без ущільнюючих шайб ре-
акція у болті збільшується від 1000 Н до 4000 Н, при застосуванні ущільнюю-
чих шайб реакція зростає у варіанті із двома шайбами до 1700 Н, у варіанті із 
чотирма шайбами – до 1300 Н. Iз цього випливає, що застосування ущільнюва-
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Рис. 14. Результати чисельного моделювання другої групи при різному зміщен-
ні смуг: а – стріла прогинів w, мм; б – максимальні еквівалентні напруження за 
Мізесом ϭі, MПa; в – зміщення контактуючих поверхонь смуг одна відносно 
одної и, мм (взаємне проковзування); г – зусилля у болті при дії навантаження 
Fзат, Н 
 
Перейдемо до розгляду отриманих результатів для багатошарових пане-
лей із груповим компонуванням (варіант IV) (рис. 6) і методом послідовного 
чергування (варіант V) (рис. 16–18). На рис. 17, а показані графіки залежності 
прогинів досліджуваних систем від навантаження, які на максимумі становлять 
близько 0,030 м. Максимальні еквівалентні напруження за Мізесом у IV-му та 
V-му варіантах приблизно складають 2200 МПа (рис. 17, б). Зміщення смуг 
(рис. 17, в) та зусилля у болті (рис. 17, г) мають такий же характер залежності 
від навантаження F, як і у попередніх варіантах. 
На рис. 18 проілюстровані зображення моделі в моменти вибирання зазо-
ру, з виведенням максимальних еквівалентних напружень за Мізесом, що вини-
кають у контакті болта і смуг. Між цими двома варіантами спостерігається від-
мінність при повному вибраному зазорі: у першому варіанті зазор вибирається 
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Рис. 15. Результати чисельного моделювання третьої групи для всіх варіантів 
з’єднань при дії навантаження F, Н: а – стріла прогинів w, мм; б – максимальні 
еквівалентні напруження за Мізесом ϭі, MПa; в – зміщення контактуючих  
поверхонь смуг одна відносно одної и, мм (взаємне проковзування);  
г – зусилля у болті Fзат, Н 
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Рис. 16. Максимальні еквівалентні напруження за Мізесом (рис. 6, в):  
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Рис. 17. Результати чисельного моделювання п’ятої групи при різному зміщенні 
смуг при дії навантаження F, Н: а – стріла прогинів w, мм; б – максимальні  
еквівалентні напруження за Мізесом ϭі, MПa; в – зміщення контактуючих  
поверхонь смуг одна відносно одної и, мм (взаємне проковзування);  
г – зусилля у болті Fзат, Н 
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Рис. 18. Розподіл еквівалентних напружень за Мізесом (табл. 3):  
а – вар. 3_1р; б – вар. 3_2р 
 
Проаналізувавши отримані результати, можна зробити також наступні 









дом чергування) залежить характер поведінки прогинів системи смуг. При 
першому варіанті компонування вибірка зазору настає при меншому рівні на-
вантаження, ніж у другому варіанті. Це пов’язано з тим, що в першому варіанті 
кількість контактуючих поверхонь з тертям дорівнює трьом, а в другому варіа-
нті – п’яти. Напруження за Мізесом знаходяться в одному діапазоні.  
 
6. Обговорення результатів дослідження НДС тонкостінної конструк-
ції з болтовими з’єднаннями 
Описане дослідження є продовженням та розвитком робіт [19–22]. 
Слід відмітити, що моделі, які розроблені та описані у статті, мають суттєві 
переваги перед традиційними. По-перше, вони враховують додаткові чинники, 
які недостатньо враховувалися попередниками (контакт, тертя, проковзування, 
змінне зусилля у болтовому з’єднанні). По-друге, усі ці чинники діють у взаємо-
дії та взаємопливі. По-третє, створена модель більш адекватно відображає фізич-
ну суть процесів і станів, що реалізується у досліджених конструкціях. 
Також потрібно зауважити, що із застосуванням розроблених моделей 
установлені нові закономірності поведінки тонкостінних конструкцій із болто-
вим з’єднанням. Зокрема, установлені ефекти реакції таких конструкцій на дію 
навантаження. Ця реакція поєднує етапи пружного деформування та взаємне 
проковзування смуг. У складеній смузі при першому навантаженні накопичу-
ється залишкова деформація. Вона зумовлена вибиранням зазору. Після першо-
го навантаження система в основному деформується у пружній області.  
Побудовані моделі та виявлені особливості поведінки тонкостінних конс-
трукцій із болтовим з’єднанням можуть бути застосовані при проектних дослі-
дженнях силосів різноманітних розмірів, форми та призначення. Розроблені 
моделі дають принципово більш точні результати (порівняно із традиційними). 
Так, при неврахуванні деформування болтового з’єднання прогини складеної 
смуги у 2–3 рази менші, ніж із урахуванням цього чинника.  
Разом із тим варто відзначити, що побудовані моделі не враховують деякі 
чинники, які властиві реальним конструкціям силосів. У першу чергу це стосу-
ється виду навантаження, яке може бути багатоцикловим та знакозмінним. Крім 
того, не враховується можлива втрата стійкості при виникненні стискаючих зу-
силь у смузі. Також варто дослідити вплив гофрів на поведінку конструкцій по-
дібного типу. 
Відзначені проблемні аспекти є напрямками подальших досліджень. 
 
7. Висновки 
1. Розроблена розрахункова модень тонкостінної смуги із болтовим 
з’єднанням володіє перевагами перед традиційними моделями. На відміну від 
більш простих, побудована модель враховує геометричну, фізичну та структур-
ну нелінійності. Урахування тертя дає можливість визначити залежність стану 
досліджуваної системи від історії навантаження. Досягнуті властивості дають 
можливість більш адекватно моделювати напружено-деформований стан тон-












2. При чисельних дослідженнях напружено-деформованого стану складе-
ної смуги із болтовим з’єднанням варіювалися конструктивні схеми, коефіцієн-
ти тертя, зазори, навантаження. У результаті визначені закономірності їх впли-
ву на НДС дослідженої конструкції. 
3. Аналіз одержаних особливостей поведінки досліджених конструкцій 
дає змогу констатувати наступне: 
– незалежно від варіанту конструктивного виконання, наявності або від-
сутності ущільнювальної шайби, а також кількості болтових з’єднань, стріла 
прогину дослідженою складеної смуги за характером залежності від поперечно-
го навантаження – подібна для різних варіантів складеної смуги, однак різко 
відрізняється від поведінки цілісних смуг. Зокрема, спостерігається поєднання 
плавних ділянок та різких приростів. Перші відповідають зчепленню смуг через 
тертя внаслідок дії зусиль затягування болтів. Другі супроводжують проковзу-
вання смуг. Після повного вичерпання зазору між бічною поверхнею болта і 
отворів у смугах система уподібнюється суцільній смузі, але із залишковими 
прогинами; 
– стріла прогину дослідженої складеної смуги по-різному реагує на одно-
разове та циклічне прикладання поперечного навантаження. При одноразовому 
навантаженні чітко виділяються дві ділянки. Перший поєднує поступові та різкі 
зміни стріли прогину. Потім (після вибирання зазору) настає етап тільки плав-
ного зростання стріли прогину. Якщо після цього розвантажити систему, то во-
на не повертається у початковий стан. Утворюється залишковий прогин. Пода-
льше циклічне навантаження і розвантаження (без зміни знака навантаження) 
відбувається уздовж кривої, яка відповідає першому розвантаженню. Таким чи-
ном, система набуває залишкові деформації в основному на першому циклі на-
вантаження. На наступних же циклах відбувається практично нелінійно–
пружне деформування системи смуг; 
– напружений стан дослідженої системи смуг характеризується тим, що 
напруження за Мізесом концентруються в панелях у зоні болтового з’єднання. 
Максимальні значення напружень зі зростанням навантаження поводяться не-
лінійно. При багатоцикловому навантаженні відбувається спочатку накопичен-
ня деякої величини залишкових напружень на першому етапі, а потім – нелі-
нійно пружня їх зміна. Тут слід зауважити, що розглядалася модельна задача: 
передбачається, що матеріал смуг працює у пружній області, незважаючи на 
високий рівень напружень; 
– при навантаженні дослідженої системи смуг виявлено ефект можливого 
різкого зростання зусиль розтягнення у болті. Особливо це проявляється за від-
сутності ущільнювальної шайби. Отже, застосування моделі із фіксованим зу-
силлям у болтових з’єднаннях у загальному випадку неприпустимо; 
– контроль за поведінкою поздовжніх зусиль у дослідженій системі дав 
можливість виявити, що зі зростанням навантаження вони різко зростають від 
нульового значення до значень, що перевищують поперечне навантаження у 
кілька разів. Це свідчить про те, що прогини викликають суттєве подовження 
дослідженої смуги, а виникаючі внаслідок цього поздовжні зусилля, у свою 









Таким чином, як і у випадку суцільної смуги, слід визначати НДС від розтягу-
вання та вигину сумісно. Однак, на відміну від випадку суцільної смуги, у 
складеній смузі відбуваються додаткові подовження і прогин не тільки за раху-
нок пружних деформацій, а й за рахунок можливого взаємного проковзування 
смуг одна відносно одної. У результаті виходить більш складний зв’язок розтя-
гування, проковзування та вигину. Цю особливість необхідно враховувати у 
розрахункових моделях подібних конструкцій; 
– збільшення кількості болтових з’єднань призводить до помітного «по-
силення» конструкції. Також «посилює» конструкцію і застосування багатоша-
рових смуг, які накладаються внакид зліва і праворуч почергово; 
– введення у систему ущільнювальної пластикової шайби між головкою 
болта і смугою, між гайкою (металевою шайбою) і смугою, між бічною поверх-
нею болта і отворами у смузі – усі ці фактори «згладжують», але не усувають 
виявлені особливості поведінки дослідженої складеної смуги. 
4. Установлені особливості та закономірності НДС складеної смуги із бо-
лтовим з’єднанням свідчать про те, що урахування контакту, тертя і проковзу-
вання, зусиль затягування болтів, деформування податливої шайби-прокладки 
різко змінює поведінку дослідженої тестової системи порівняно із цілісною 
смугою. Відповідно, ці фактори необхідно враховувати у розрахункових моде-
лях подібних систем. 
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